Préférence d’'une marque Modeles pour variables qualitatives Arbres de classification
0000

000
0000000 e]e]
[e]e]

Modéle pour variable multi-classes

Arbres de décision

David Causeur
Laboratoire de Mathématiques Appliquées
Agrocampus Rennes
IRMAR CNRS UMR 6625
http://www.agrocampus-rennes.fr/math/causeur/

Bilan



Préférence d’'une marque Modeles pour variables qualitatives

Arbres de classification Bilan
0000 000
0000000 [e]e]
[e]e]

Plan du cours

@ Préférence d'une marque
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Choix d’'une marque par un consommateur

La marque préférée est-elle la méme selon I'age et le sexe ?

Gender Age Brand

1 M 24 M1
2 M 26 M3
3 M 26 M1
4 F 27 M2
5 F 27 M3
6 M 27 M2
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Choix d’'une marque par un consommateur

La marque préférée est-elle la méme selon I'age et le sexe ?

Gender Age Brand

1 M 24 M1
2 M 26 M3
3 M 26 M1
4 F 27 M2
5 F 27 M3
6 M 27 M2

Age : variable quantitative
Marque : variable qualitative & 3 modalités
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Choix d’'une marque par un consommateur

Modeéles pour variables qualitatives

Arbres de classification
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Age
24

Marque
M1 M2 M3
1 0 0
2 0 0
8 0 1
10 2 3
14 5 0
13 6 4
19 14 7
110 168 55
7 32 16
10 29 25
1 8 26
10 29 46
1 6 15
1 8 23
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Préférence d’'une marque

Choix d’'une marque par un consommateur

eles pour variables qualitatives

res de classification

Age
24

Marque
M1 M2 M3
100.0 0.0 0.0
100.0 0.0 0.0
88.9 0.0 11.1
66.7 13.3 20.0
737 263 0.0
56.5 26.1 174
475 350 175
33.0 505 16.5
12.7 582 291
156 453 391
2.9 229 743
11.8 341 541
4.5 273 68.2
3.1 250 71.9

Total
100.0
100.0
100.0
100.0
100.0
100.0
100.0
100.0
100.0
100.0
100.1
100.0
100.0
100.0
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Choix d’'une marque par un consommateur

Préférences (% de consommateurs)
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Choix d’'une marque par un consommateur
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Plan du cours

@ Modeéles pour variables qualitatives
Modeles pour variables qualitatives nominales

Modeles pour variables qualitatives ordinales
Discrimination logistique

Bilan
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Arbres de classification
000
oo

Y qualitative nominale
Y qualitative a K modalités (Cy, Co, ..., Ck):

P(Y =Cx) = mg,
m+...+7mx = 1

Pour x fixé :

Px(Y =Ck) = m(x),
m(X)+...+7k(x) = 1

Bilan
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Arbres de classification Bilan
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Y qualitative nominale
Y qualitative a K modalités (Cy, Co, ..., Ck):

P(Y =Cx) = mx, Exemple: proba. que la marque k
m™+...+7x = 1 soit choisie

Pour x fixé :

Py(Y =Ck) = mk(x),

Exemple : proba. que la marque k
m(X)+...+7x(x) = 1

soit choisie a I'age x
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Modélisation logistique multinomiale

Y € {Cq, Cy, ..., Ck} Modele logistique multinomial :

log [me(x)/mi(x)] = L(x;5?),
log [ms(x)/mi(x)] = L(x; ),

log [k (x)/m ()] = L(x; 5.

Bilan



Modeles pour variables qualitatives
0e00

Modélisation logistique multinomiale
Y € {Cq, Cy, ..., Ck} Modele logistique multinomial :

log [me(x)/mi(x)] = L(x;5?),
log [ms(x)/mi(x)] = L(x; ),

log [k (x)/m1(x)] = L(x; %0).
Exemple : Préférence de la marque

log [m2(x)/m1(x)] = p® +al®

ol + [0 447 x
3)

+ozf +
0g[ra(0)/m(0] = 4@ +al® + [50 4 4] x.

Soit 8 parametres
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Estimation par la méthode du maximum de

Pour chaque 3,

m1(x)

m2(X)

m3(X)

7K (X)

vraisemblance

1
1+exp [L(x; B@)] + ... +exp [L(x; K]
exp L(x; 8®)
1+exp [L(x: 3®)] + ... +exp [L(x; 8K))]’
exp L(x; 33)
1+exp [L(x; B®)] + ... +exp [L(x; 8K))]

exp L(x; 8K))
1+exp [L(x; B@)] + ... +exp [L(x; )]

V(B) =Px, (Y =y1)Px(Y = y2) ... Px,(Y = yn)
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Estimation par la méthode du maximum de
vraisemblance

Pour chaque 3, pour les données marque

1

™) = 1+ exp [L(x; B@)] + exp [L(x; B®))]’
exp L(x; 5®)

m2(x) = 1+ exp [L(x; B@)] + exp [L(x; BO®)]’
exp L(x; 8®)

m(X) =

1+ exp [L(x; B®))] + exp [L(x; 8O)]

V(B) = Pyy=24(Y = My)Pyy—26(Y = Mz) ... Py,—3s(Y = M3)



Préférence d’'une marque

Estimation par la méthode du maximum de

Modeles pour variables qualitatives

Arbres de classification

vraisemblance

Coefficients

(Intercept) Age Gender[T.M]  Age:Gender[T.M]
M2  -10.23018 0.3364944 -3.1265847 0.08055698
M3  -22.00349 0.6772655 -0.9954803 0.01858241

Ecarts-types

(Intercept) Age Gender[TM]  Age:Gender[T.M]
M2  2.263182  0.07058379 3.656095 0.1136942
M3  2.629088 0.08062280 4.205734 0.1286519

Residual deviance: 1405.142
AIC: 1421.142

Bilan
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Analyse de la déviance

Analysis of deviance

Model Resid. df Resid. dev  Test Df LR stat Pr (Chi)
1 1 1468 1591.792
2 Age 1466 1413.593 1ivs2 2 178.1989779  0.00000000
3 Age + Gender 1464 1405.941 2vs3 2 7.6512358 0.02180496
4  Age * Gender 1462 1405.142 3vs4 2 0.7996223 0.67044664
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Analyse de la déviance

Analysis of deviance

Model Resid. df Resid. dev  Test Df LR stat Pr (Chi)
1 1 1468 1591.792
2 Age 1466 1413.593 1ivs2 2 178.1989779  0.00000000
3 Age + Gender 1464 1405.941 2vs3 2 7.6512358 0.02180496
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Analyse de la déviance

Maximum de vraisemblance

Coefficients

(Intercept) Age Gender[T.M]
M2  -11.25127  0.3682202 -0.5237736
M3  -22.25571 0.6859149 -0.4658215

Ecarts-types

(Intercept) Age Gender[T.M]
M2  1.765184  0.05500373 0.1942473
M3  2.042636 0.06262721 0.2260901

Residual deviance: 1405.941
AIC: 1417.941
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Analyse de la déviance
Maximum de vraisemblance

Coefficients
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Ecarts-types
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Analyse de la déviance

Modele de la préférence

— Hommes
--- Femmes
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Modéle pour la pression systolique

La pression sanguine dépend-t’elle du poids ?

Gender Weight Sbp
1 F 71.66759 2
2 F 82.10022 2
3 M 78.01789 2
4 M 107.50139 3
5 F 77.11070 2
6 M 74.84274 1
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Modele pour la pression systolique

La pression sanguine dépend-t’elle du poids ?

Marque
Weights 1 2 3 Total
(40,48.3] 56.8 405 27 100.0
(48.3,56.7] 53.1 39.1 7.8 100.0
(56.7,65] 529 37.3 9.8 100.0
(65,73.3] 574 324 103 100.1
(73.3,81.7] 494 373 133 100.0
(81.7,90] 46.8 38.0 152 100.0
(90,98.3] 412 412 176 100.0
(98.3,107] 48.8 349 16.3 100.0
(107,115] 375 458 16.7 100.0
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Modéle pour la pression systolique

La pression sanguine dépend-t’elle du poids ?

Niveaux de pression (% de patients)

20
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40

—— Niveau 1
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«- Niveau 3
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Modéle pour la pression systolique
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Y qualitative ordinale
YE{C1 < CQSS CK}

3 types de modeles du risque :
e Risques adjacents : relatifs a la modalité suivante.

Iog[ Tk (X) } _ L(x: g

Tk1(X)
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Y qualitative ordinale
YE{C1 < CQSS CK}

3 types de modeles du risque :
e Risques adjacents : relatifs a la modalité suivante.

m(X) } (k)
lo = L(x;
g er 5 (x; 5*)
e Risques séquentiels : relatifs aux modalités supérieures.

mk(X) _ Ak
log [wk+1(x)—|—...+7rK(x)] = LeasT)




Modeles pour variables qualitatives

O@00000

Y qualitative ordinale
YE{C1 < CQS S CK}

3 types de modeles du risque :
e Risques adjacents : relatifs a la modalité suivante.

Tk (X) } (k)
lo = L(x;8
d [WKH (x) ( )
e Risques séquentiels : relatifs aux modalités supérieures.
mk(X) ] (k)
lo = L(x;
g[ﬂk+1(x)+---+7TK(X) b g
e Risques cumulatifs : le risque que la variable a expliquer
soit inférieure a une modalité est calculé par rapport aux
modalités supérieures.
|: 7T1(X)+...+7Tk(X)
lo
Tr1(X) + ... + Tk (X)

] = L(x ")
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Modele a risques cumulatifs
K — 1 modeéles logit :

m1(X) 1 A1)
og || = Lo

m(X)+m(x) ] .
log La(x)+...+7r,<(x)_ = Lxis®),

= LKD),

log

{W1(X)+'--+WK1(X)_-
Tk (X)
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Modele a risques cumulatifs
K — 1 modeéles logit :

m1(X) 1 A
log [wz(x)+...+7r;<(x)_ = Lxp™),

m(X)+m(x) ] _ :
log |:7T3(X) +o k(X)) Lox; 89,

= L(x;pK=1),

X)+... —1(x)]

log {m( )+ Tr(X)

Tk (X)

Données Pression sanguine

o [ 5(0)

m3i(X)

= M +oz,(-1) + [5(1) +7,-(1)] X,

= 1@+ a4 5@ 4@ x.
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Modélisation de la pression sanguine

log [m(x)] = 4 4D 1[50 440 x

]

7T2,'(X) =+ 7T3,'(X)
)

myi(X) +mai(x)] O @ , (2
Iog[ﬂsl_(x) ] = +q; +[ﬁ +7; ]

Bilan
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Arbres de classification

Modélisation de la pression sanguine

om0 M [0 4™

0g [Wzi(x) n st(x)] = +a; [[3 +7; ] X
mi(X) + m2i(x)] NG @ , @

log [WSI(X)] = + ;7 + [ﬁ +; ]

Attention : probleme si les prédicteurs se croisent

g[ 71i(X) ( )] = log [W1I(X)+W2i(x)]

moi(X) + mai(Xx m3i(X)
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Arbres de classification

Modélisation de la pression sanguine

om0 M [0 4™

0g [Wzi(x) n Wsi(X)] = +a; [5 +; ] X
mi(X) + m2i(x)] NG @ , @

log [M(X)] = + ;7 + [ﬁ +; ]

Attention : probleme si les prédicteurs se croisent
m1i(X) ] [W1I(X)+W2i(x)]
log| ———F——| > log|————=|,
J [Wzi(X) + 73i(X) J 3i(X)
mi(X)mai(x) > [m1i(X) + m2i(X)] [mai(x) + m2i(X)]
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Arbres de classification

Modélisation de la pression sanguine

om0 M [0 4™

0g [Wzi(x) n st(x)] = +a; [ﬁ +7; ] X
mi(X) + m2i(x)] NG @ , @

log |:7T3/(X):| = + ;7 + [ﬁ +; ]

Attention : probleme si les prédicteurs se croisent
m1i(X) ] [W1I(X)+W2i(x)]
log | ———————| > log|———————|,
J [Wzi(X) + 73i(X) J 3i(X)

mi(X)msi(X) > [mi(X) + m2i(X)] [r3i(X) + m2i(X)]

Bilan
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Modele a risques proportionnels

= 4 ai+ [B+71x,

| s 50
l0g [m,-(x) + 7T2/(X)]

= 1@ 4o+ [+ i) x.
WSI(X) :u ] [ﬁ ’YI]

Risques proportionnels : odds-ratio

OR{_[2—3 = OR[1_g—3
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eles pour variables qualitatives

res de classification Bilan

Estimation par la méthode du maximum de

vraisemblance
Données Pression sanguine
Coefficients
Estimation Ecart-type Stat. t
weight 0.019670849 0.007139504 2.7552124
genderM 0.212015362  0.754463596 0.2810147
weight:genderM  -0.007645852  0.009648443 -0.7924441
Constantes
Estimation Ecart-type Stat. t
112 1.2934 0.5235 2.4708
2|3 3.3040 0.5443 6.0702

Déviance résiduelle : 958.2028
AIC : 968.2028
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Arbres de classification Bilan
000

Estimation par la méthode du maximum de

vraisemblance
Données Pression sanguine

Coefficients
Estimation Ecart-type Stat. t
weight 0.019670849 0.007139504 2.7552124
genderM 0.212015362  0.754463596 0.2810147
weight:genderM  -0.007645852  0.009648443 -0.7924441
Constantes
Estimation Ecart-type Stat. t
12 1.2934 0.5235 2.4708
2|3 3.3040 0.5443 6.0702

Déviance résiduelle : 958.2028
AIC : 968.2028
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Estimation par la méthode du maximum de
vraisemblance
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Analyse de la déviance

Analysis of deviance

Model Resid. df Resid. dev  Test Df LR stat Pr (Chi)
1 1 498 970.9707
2 weight 497 963.0900 1vs2 1 7.8807009  0.004996511
3 weight + gender 496 958.8318 2vs3 1 4.2581469  0.039062510
4 weight * gender 495 958.2028 3vs4 1 0.6290315  0.427710781
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Analyse de la déviance

Analysis of deviance

Model Resid. df Resid. dev  Test Df LR stat Pr (Chi)
1 1 498 970.9707
2 weight 497 963.0900 1vs2 1 7.8807009  0.004996511
3 weight + gender 496 958.8318 2vs3 1 4.2581469  0.039062510
4 weight * gender 495 958.2028 3vs4 1 0.6290315  0.427710781




Préférence d’'une marque Modeles pour variables qualitatives

Arbres de classification

Analyse de la déviance

Données Pression sanguine

Coefficients

Estimation Ecart-type Stat. t
weight 0.01552393 0.004826471 3.216415
genderM  -0.36920906 0.179606541 -2.055655

Constantes

Estimation Ecart-type Stat. t
112 0.9970 0.3630 2.7463
2|3 3.0047 0.3880 7.7436

Déviance résiduelle : 958.8318
AIC : 966.8318

Bilan
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Analyse de la déviance

Données Pression sanguine

Coefficients

Estimation Ecart-type Stat. t
weight 0.01552393 0.004826471 3.216415
genderM  -0.36920906 0.179606541 -2.055655

Constantes

Estimation Ecart-type Stat. t
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2|3 3.0047 0.3880 7.7436
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Regle de discrimination

Estimation du modéle a partir d’'un échantillon

() LA+ 3
Filx) = exp(a\") + &; + 6x)

1 +exp(i() + &; + fx)’

exp(ii® + & + Bx)
T exp(i® 1 4y )’
1i(X) + F2i(x) + #3i(X) = 1

71i(X) + 72i(X)

Regle d’affectation pour un individu (Sexe = i, Poids = x)

Si k = argmax {#;(x)}, alors ¥ = k.
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Validation

Matrice de confusion (validation interne)

Prédit
Observé 1 2 3 Total
1 856 144 0 100
2 79.4 20.6 0 100
3 73.8 26.2 0 100

Taux d’erreurs tres élevés
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Plan du cours

@® Arbres de classification
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Arbre récursif binaire
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Motivations

Inconvénients des méthodes de type Scoring

e Complexes si les variables explicatives sont nombreuses
et de natures différentes
Données Pression sanguine : Age, Sexe, Poids, Statut
marital, Fumeur ou non, ...

e Peu intuitives par rapport a des régles récursives binaires :
SiAge < 35, alors Pression sanguine = 1,

SiAge > 35 etFumeur = Non, alors Pression
sanguine = 1, ...
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Regles binaires
Regle binaire : Si C(x) alors ¥ = y
e Si x est quantitative, C(x) est de la forme x < s
e Si x est qualitative nominale [x € {A B, C}]
C(x) estde laforme x € {A, C}
e Si x est qualitative ordinale [x e {A< B<C}]

C(x) estde laforme x < B
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Regles binaires
Regle binaire : Si C(x) alors ¥ = y

e Si x est quantitative, C(x) est de la forme x < s

e Si x est qualitative nominale [x € {A B, C}]
C(x) estde laforme x € {A, C}
e Si x est qualitative ordinale [x e {A< B<C}]

C(x) estde laforme x < B

Noeuds d’une regle binaire : sous-ensemble des individus
vérifiant C(x) et sous-ensemble des individus vérifiant C(x)
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Regles binaires
ETroupeayTP < 30.44
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Regles binaires
Regle binaire : Si C(x) alors ¥ = y

e Si x est quantitative, C(x) est de la forme x < s

e Si x est qualitative nominale [x € {A B, C}]
C(x) estde laforme x € {A, C}
e Si x est qualitative ordinale [x e {A< B<C}]

C(x) estde laforme x < B
Noeuds d’une regle binaire : sous-ensemble des individus
vérifiant C(x) et sous-ensemble des individus vérifiant C(x)

Affectation des individus d’'un méme noeud au groupe
majoritaire dans ce noeud



Préférence d’'une marque

Modeles pour variables qualitatives Arbres de classification

0000 o] 1o}
0000000 e]e]
[e]e]
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T
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Qualité d’une régle binaire
Critéres de qualité

¢ Taux de bien classés [Uniquement qualité de classification]
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Qualité d’une régle binaire
Critéres de qualité

¢ Taux de bien classés [Uniquement qualité de classification]
e Déviance des noeuds de la regle
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Arbres de classification Bilan
0000 ooe
0000000 [e]e]
[e]e]

Qualité d’une régle binaire
Critéres de qualité
¢ Taux de bien classés [Uniquement qualité de classification]

e Déviance des noeuds de la regle
19.29 + 127.10 = 146.39 [Déviance de base = 160.70]
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Qualité d’'une régle binaire

Toutes données

O Observations
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Qualité d’une régle binaire
Critéres de qualité

¢ Taux de bien classés [Uniquement qualité de classification]
e Déviance des noeuds de la régle

e Reégle binaire optimale : minimisation de la déviance
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Regle multivariée de classification

Arbre optimal : séquence de régles binaires optimales définies
par récursivité

e Point de départ : '’échantillon complet  [Nceud 1 : racine]
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Regle multivariée de classification

Arbre optimal : séquence de régles binaires optimales définies
par récursivité

e Point de départ : '’échantillon complet  [Nceud 1 : racine]
e 1ere étape : choix de la meilleure regle binaire
[Noeuds N et N3]
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Regle multivariée de classification
Arbre optimal : séquence de régles binaires optimales définies
par récursivité
e Point de départ : '’échantillon complet  [Nceud 1 : racine]
e 1ére étape : choix de la meilleure régle binaire
[Noeuds N et N3]

e 2eme étape : choix de la meilleure regle binaire dans N» et
N3 [N(BUdS N4, N5, N6 et N7]
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Regle multivariée de classification
Arbre optimal : séquence de régles binaires optimales définies
par récursivité
e Point de départ : '’échantillon complet  [Nceud 1 : racine]
e 1ére étape : choix de la meilleure régle binaire
[Noeuds N et N3]
e 2eme étape : choix de la meilleure regle binaire dans N» et
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e 3éme étape : choix de la meilleure régle binaire dans Ny,
Ns, ...
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Regle multivariée de classification
Arbre optimal : séquence de régles binaires optimales définies
par récursivité
e Point de départ : '’échantillon complet  [Nceud 1 : racine]

e 1ére étape : choix de la meilleure régle binaire
[Noeuds N et N3]

e 2eme étape : choix de la meilleure regle binaire dans N» et

N3 [NOSUdS N4, N5, N6 et N7]
e 3éme étape : choix de la meilleure régle binaire dans Ny,
Ns, ...

Criteres d’arrét : déviance nulle ou nombre d’individus trop
faibles dans un nceud terminal
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Regle multivariée de classification
Arbre optimal : séquence de régles binaires optimales définies
par récursivité
e Point de départ : I'échantillon complet  [Noeud 1 : racine]

e 1ére étape : choix de la meilleure régle binaire
[Noeuds N, et N3]

e 2eme étape : choix de la meilleure regle binaire dans N» et

N3 [NOSUdS N4, N5, N6 et N7]
e 3éme étape : choix de la meilleure régle binaire dans Ny,
Ns, ...

Criteres d’arrét : déviance nulle ou nombre d’individus trop
faibles dans un nceud terminal

Taille d’'un arbre : nombre de nceuds terminaux [feuilles]
Déviance d’'un arbre : somme des déviances de ses feuilles
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Elagage de 'arbre

Soit K la taille de I'arbre optimal,

I'arbre optimal de taille kK < K est un sous-arbre de I'arbre
optimal
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Elagage de 'arbre

Soit K la taille de I'arbre optimal,

I'arbre optimal de taille kK < K est un sous-arbre de I'arbre
optimal

Matrice de confusion

Affectations
Observations 0 1 Total
0 70 5 75

1 12 34 46
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Elagage de 'arbre

Soit K la taille de I'arbre optimal,

I'arbre optimal de taille kK < K est un sous-arbre de I'arbre
optimal

Matrice de confusion

Affectations
Observations 0 1
0 93.3 6.7 100

1 26.1 739 100
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Plan du cours
@ Préférence d'une marque

@ Modeéles pour variables qualitatives
Modeles pour variables qualitatives nominales
Modeles pour variables qualitatives ordinales
Discrimination logistique

@® Arbres de classification

Régle binaire de classification
Arbre récursif binaire

O Bilan
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2 modalités >2 modalités > 2 modalités
Modele Modele logistique Arbre de
logistique logistique classification
multinomial

Explication
Prédiction
Mise en ceuvre
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